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Abbildung 1: Die Digitalkamera sieht am s
hnell

rotierenden Tis
hkreisel mehr als das mens
hli-


he Auge.

1 Zusammenfassung

Mit einer Digital- oder Smartphone-Kamera las-

sen si
h spannende Experimente ma
hen. Sie

sieht nämli
h s
hneller Vorgänge als es das

mens
hli
he Auge kann. Zum Beispiel, wie s
hnell

ein rotierender Kreisel ni
ht umkippt. Als Kind

hatte i
h einen Musikkreisel. Das ist ein gerade-

zu ideales Beoba
htungsobjekt für die Digitalka-

mera oder das Smartphone! So geht das Expe-

riment: Kreisel mit der Hand anwerfen und auf

den Fuÿboden oder Tis
h setzen. Statt umzukip-

pen taumelt, präzediert er. Das �lmt man mit

der Kamera. Den Rest erledigen Sie in aller Ruhe

am Bilds
hirm. Sie kommen hinter das Geheim-

nis des si
h aufre
ht haltenden Kreisels. I
h zeige

Ihnen, worauf Sie a
hten müssen.

2 Tis
hkreisel

Ein Tis
hkreisel � in der Physik bezei
hnet man

das als s
hweren Kreisel, weil neben seinem Dre-

himpuls au
h das Kippmoment eine Rolle spielt �

ist ein starrer Rotationskörper, der auf der Unter-

seite in einem mehr oder weniger spitzen, axialen

Finger ausläuft. Versetzt man den Kreisel in Ro-

tation und stellt ihn auf den Boden, dann fällt er

ni
ht um wie ein gewöhnli
her Gegenstand, son-

dern bleibt aufre
ht oder s
hräg stehen, wobei

er präzediert. Denken Sie si
h den Einheitsvek-

tor ~n, der, der senkre
ht na
h oben zeigt. Die

Kreisela
hse mit Einheitsvektor

~ℓ, der gegenüber
~n um den Präzessionswinkel θ geneigt ist, über-

strei
ht mit einer Präzessionsfrequenz fp einen

Kegelmantel, der dur
h

~n · ~ℓ = cos θ (1)

bes
hrieben wird. Die Präzessionsfrequenz fp ist

kleiner als die Rotationsfrequenz f0 des Kreisels.
Man fragt si
h, wodur
h fp bestimmt wird und

wodur
h die Präzession in Gang gebra
ht wird.

Die Vektoren der Kreisfrequenzen ~ω0 = 2πf0~ℓ
und ~ωp = 2πfp~n sind zur Kreisela
hse

~ℓ (|~ℓ| = 1)
beziehungsweise zur Normalen ~n parallel.

2.1 Praktis
he Kreiselformen

Abbildung 2: Auf Kreisel Nummer 1, siehe Tabel-

le 1, habe i
h das Stroboskopmuster mit einem

s
hwarzen Edding aufgemalt.
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Um das in einem präzisen Experiment na
h-

vollziehen zu können, habe i
h zunä
hst an einer

Drehmas
hine zwei Tis
hkreisel mit Massen von

270 und 660 g hergestellt. Der Versu
h gelingt

au
h mit Kreiseln aus dem Spielwarenhandel, die

in einen Rahmen eingebaut sind und feste A
hs-

lager haben.

Bild 2 zeigt Versu
hskreisel Nummer 1. I
h

habe zuerst aus Blei einen groben Rogling für

die S
hwungs
heibe gegossen. Diesen habe i
h

in einer Drehmas
hine auf den zehntel Millime-

ter exakt rundgedreht und auf eine s
hon an-

gespitzte, stählerne 6-Millimeter-A
hse aufgezo-

gen. Au
h ein Stroboskopmuster habe i
h auf die

S
heibe gezei
hnet. Wozu man das brau
ht, er-

kläre i
h in einem der nä
hsten Abs
hnitte. Bei

dem etwas gröÿeren Kreisel Nummer 2 habe die

S
hwungs
heibe aus Automatenstahl hergestellt.

Da ist die Bearbeitung s
hon etwas aufwändiger

als bei gegossenem Blei. Die Daten der Kreisel

sind in Tabelle 1 angegeben. Diese sind wi
htig

zu wissen, um das Massenträgheitsmoment zu be-

re
hnen. Au
h auf die genauen Form der Krei-

selspitze kommt es an. Die A
hse soll ni
ht et-

wa spitz zulaufen, sondern verrundet sein. Das

unters
heidet den Tis
hkreisel von einem spit-

zen oder fest gelagerten Kreisel. Auf die beson-

deren Laufeigens
haften beider Kreiseltypen wer-

den wir no
h eingehen.

2.2 Wi
htige Kreisel-Eigens
haften

Das Massenträgheitsmoment J0 ist das Verhält-

nis zwis
hen dem Drehzahlvektor des Kreisels und

seinem Drehimpuls

~L. Es legt zudem das Verhält-

nis seiner kinetis
hen Energie Ekin zur Drehzahl

fest. Der Drehzahlvektor ~ω0 = 2πf0 ~ℓ wird aus

der Kreisfrequenz 2πf0 der Rotation und dem

A
hsvektor

~ℓ gebildet, von der Kreiselspite aus

entlang der A
hse na
h oben gesehen.

~L [g cm2/s] = 2π f0 J0 ~ℓ

Ekin [Ws] = 1
2 10

−7 J0 (2πf0)
2

}

(2)

Die Drehzahl f0 geben wir in Umdrehungen pro

Sekunde oder Hz an, das Massenträgheitsmoment

J0 in g · cm2
.

Ein Kreisel mit viel kinetis
her Energie und

wenig Reibung läuft länger und stabiler. Ein

Tis
hkreisel darf andererseits ni
ht zu s
hwer

Kreisel 1 2

S
heibe Blei* Eisen**

Di
hte ρ 11.3 7.9 g cm−3

Di
ke D 1.0 1.5 
m

A
hsenradius r0 0.3 0.5 
m

A
hsenlänge 10 11 
m

S
heibenradius r1 3.0 4.0 
m

S
hwerpunkt ℓ 2.4 3.0 
m

Spitzenradius rs 0.5 1.2 
m

Masse m 300 660 g

Trägkeitsmom. J 1380 5060 g cm2

Tabelle 1: Maÿe der verwendeten Tis
hkreisel (*:

Setzerblei Pb97Sb03; **: Automatenstahl Werk-

sto�typ 1.0715)

Aluminium Eisen

∗
Blei Messing

2,7 7,9 11,3 8,4. . . 8,8

Tabelle 2: Di
hten von spanend bearbeitbaren

Metallen in g/cm3
,

∗
Automatenstahl.

sein, sonst läÿt er si
h von Hand ni
ht mit genü-

gender Drehzahl f0 anwerfen. S
hwere und spit-

ze Kreisel neigen au
h dazu, die Tis
hplatte un-

s
hön anzubohren. Die wi
htigsten Merkmale ei-

nes guten Kreisels sind ein hohes Massenträg-

heitsmoment bei moderater Masse und eine Spit-

ze, die auf dem Tis
h in Pirouetten rollt und

ni
ht bohrt. 600 bis 700 g Masse dürfte die äuÿer-

ste praktis
he Obergrenze sein, do
h laufen Krei-

sel mit 100 bis 300 g s
hon sehr gut. Die Spitze

muss exakt rund sein, damit die Rotationsenergie

ni
ht dur
h Vibration vergeudet wird. Alle wi
h-

tigen Kreiseldaten sind in Tabelle 1 zusammenge-

stellt. Aus den Maÿen des Kreisels und der Di
h-

te des verwendeten Materials kann man sowohl

seine Masse m als au
h das Massenträgheitsmo-

ment J0 bere
hnen. Für eine zylindris
he S
heibe
mit Auÿenradius r1, Lo
hradius r0, Di
ke D und

Massendi
hte ρ (in g/cm3
) ist, siehe Tabelle 2

J0 [g cm2] = π
2 ρD

(

r41 − r40
)

m [g] = π ρD
(

r21 − r20
)

}

(3)

Man kann si
h jeden runden Kreisel als Kompo-

sition von vers
hiedenen zylindris
hen S
heiben

denken. Das Massenträgheitsmoment ist dann
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Abbildung 3: Hier das Stroboskopmuster als Vor-

lage. Einfa
h aus dem Text herauskopieren, ska-

lieren und Ausdru
ken.

die Summe der Einzelmomente. Die Lage des

S
hwerpunktes auf der A
hse legt das Kippmo-

ment fest. Ein hoher S
hwerpunkt führt zu einer

s
hnelleren Präzession und zu mehr Reibung. An-

dererseits ist ein gewisser Mindestabstand sinn-

voll, weil dann der Kreisel weiter kippen kann

ohne mit seinem Auÿenrand an der Unterlage zu

s
hleifen.

2.3 Anwerfen des Kreisels

Zum Anwerfen fasst man den oberen Teil der

A
hse zwis
hen den �a
hen Hand�ä
hen und

zieht sie dann mit Dru
k gegeneinander ab, wo-

bei man die Kreiselspitze di
ht über der Tis
h-

platte hält. Re
htshänder ziehen die re
hte Hand

zumeist zum Körper und drü
ken die linke Hand

von ihm weg. Der Kreisel rotiert dann, von oben

gesehen, im Uhrzeigersinn. Ni
hts hindert uns na-

türli
h daran, den Kreisel umgekehrt anzuwerfen.

Abbildung 4: Die Stroboskops
heibe sitzt auf

Kreisel Nummer 2. Zur Aufnahme leistet meine

alte DMC-TZ25 von Panasoni
 gute Dienste.

n, B 18 fps 25 fps 30 fps 50 Hz 100 Hz

2 9,0 12,5 15,0 25,0 50,0

3 6,0 8,33 10,0 16,67 33,33

4 4,5 6,25 7,5 12,5 25,0

5 3,6 5,0 6,0 10,0 20,0

6 3,0 4,17 5,0 8,33 16,67

8 2,25 3,125 3,75 6,25 12,5

Tabelle 3: Drehfrequenzen f0 in s−1
still stehen-

der Strobomuster der Ordnung n bei vers
hiede-

nen Bildraten B bzw. Stroboskopfrequenzen.

3 Kamera und Stroboskop-

E�ekt

Nun etwas zu Kamera und Aufnahmete
hnik.

Aus einer Videoaufnahme des präzedierenden

Tis
hkreisels können sowohl die Drehzahl f0 also
au
h die Präzessionsfrequenz fp bestimmt wer-

den. Dies ist mit einer handelsübli
hen Kompakt-

kamera ohne weiteres mögli
h und wird am be-

sten bei Tagesli
ht dur
hgeführt, das ni
ht mit

50-Hz-Netzfrequenz �a
kert.

Der Kreisel muss dazu ein stroboskopis
hes

Muster auf seiner S
hwungs
heibe tragen wie in

Abbildung 2. Bild 3 ist als Vorlage für Ihre ei-

genen Experiment geda
ht. In Bild 4 ist das Mu-

ster auf eine Kartons
heibe gedru
kt und auf den

Kreisel ges
hoben worden. Das Strobomuster be-
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Abbildung 5: Das Stroboskopmuster ermögli
ht

es, die Drehzahl des rotierenden Kreisels im Ver-

hältnis zur Frame Rate des aufgenommenen Vi-

deos zu messen.

steht aus einem oder mehreren a
hsenkonzentri-

s
hen Kreisringen, die jeweils in Zahl 2n Sektoren

unterteilt sind. Diese Sektoren werden abwe
h-

selnd hell und dunkel eingefärbt. In einer Video-

aufnahme, die zum Beispiel mit einer Bildrate

B = 25 fps aufgenommen wurde, s
heinen diese

Ringe vorwärts oder rü
kwärts zu laufen. Wenn

die Drehzahl f0 gerade so ist, dass si
h der Krei-

sel zwis
hen zwei Einzelbildern gerade um den

n-ten Bru
hteil einer Umdrehung weiterbewegt

hat, dann steht dieses Muster im Video still. Die

Kreiseldrehzahl ist hier

f0 = B /n (4)

Wir geben sie in Umdrehungen pro Sekunde an,

siehe au
h Tabelle 3. Abbildung 5 zeigt ein Ein-

zelbild aus einem sol
hen Video, das, da es na-

türli
h statis
h ist, glei
h vers
hiedene si
htbare

Strobomuster zeigt. Die Bildrate B des Videos

ist in den Einstellungen der Digitalkamera hin-

terlegt. 25 fps sind ganz typis
h, aber au
h 18

oder 30 fps wird man �nden. Wenn also das Mu-

ster mit n = 4 dunklen Sektoren in dem Video

still zu stehen s
heint, dann rotiert der Kreisel

mit f0(n = 4) = 6, 25 s−1
. Man kann den Ef-

fekt mit bloÿem Auge au
h verfolgen, wenn man

den Kreisel im intermittierenden Li
ht einer netz-

betriebenen Leu
htsto�röhre beoba
htet, das mit

50 oder 100 Hz �a
kert.

Die Präzessionsfrequenz fp läÿt si
h am besten

mit der Zeitmarke in der Aufnahme bestimmen.

Wenn das stroboskopis
he Muster mit n dunklen

Sektoren ungefähr still steht, dann kann man in

einem kurzen Videoauss
hnitt die Zeitspanne ab-

lesen, die der Kreisel für zum Beispiel 10 Präzes-

sionsrunden benötigt. So erfährt man die Präzes-

sionsfrequenz fp bei der betre�enden Drehzahl

f0(n). Aus den Präzessionszeiten für vers
hiede-

ne Werte von n und den jeweiligen Drehzahlen

ergibt si
h eine Tabelle, die fp als Funktion von

f0 bes
hreibt. Genau diese Tabelle werden wir im
Versu
h erstellen.

4 Präzession des s
hweren, spit-

zen Kreisels

Nun kommen wir zur Physik des Kreisels und

weshalb die Präzession dafür sorgt, dass der Krei-

sel ni
ht umkippt.

4.1 Wovon hängt die Präzessionsfre-

quenz ab?

Die Gewi
htskraft, die den Kreisel zu kippen ver-

su
ht, greift in seinem S
hwerpunkt P an. Dar-

aus resultiert ein Kippmoment

~Nk, dass am Fuÿ-

punkt Q des Kreisels angreift. Es ist zur Masse

m des Kreisels, zur Länge dk des Hebels zwis
hen
Fuÿ- und S
hwerpunkt sowie zum Sinus des Prä-

zessionswinkel θ proportional:

~Nk = mg dk ~n× ~ℓ

Nk = mg dk sin θ

}

(5)

Dur
h die Präzession wird die Orientierung

des Drehimpulsvektors

~L = J ~ω0 kontinuier-

li
h verändert. Die zeitli
he Änderung eines

Drehimpulses erfordert ein Drehmoment, nämli
h

das Ri
htmoment

~Np = d~L
dt = ~ωp × ~L

= − J ~ωp × ~ω0

Np = − J ωp ω0 sin θ















(6)

Die Frequenzen s
hreiben wir als Kreisfrequenzen

ω0 = 2πf0 und ωp = 2πfp. Es war Leonhard Eu-

ler (1707 � 1783), der diesen fundamentalen Zu-

sammenhang zwis
hen Drehimpuls und Drehmo-

ment in der langsamen, 25 000 Jahre dauernden
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Präzessionperiode der Polara
hse unseres Plane-

ten gegenüber dem Fixsternhimmel erkannt hat.

Sie entsteht dur
h das Ri
htmoment der Erdro-

tation, das den Gezeitenkräften entgegen wirkt,

mit denen Sonne und Mond die Erda
hse in ih-

re Bahnebene zu drehen versu
hen. Die Erda
hse

ist bekanntli
h um 23o gegen die Ekliptik geneigt.
Das ist der Präzessionswinkel der Erda
hse. Bei

unserem Kreisel bewirkt die Kippkraft den glei-


hen E�ekt, do
h ist die Präzessionsfrequenz sehr

viel gröÿer:

ωp =
mg dk
J ω0

(7)

Hierbei ist g = 981 cm/s2 die S
hwerebes
hleu-

nigung. Die Präzessionsfrequenz ist in der Zeit

konstant. Sie hängt o�enkundig ni
ht vom Prä-

zessionswinkel θ ab. Das ma
ht ihre praktis
he

Messung einfa
h. Sie ändert si
h in dem Maÿe,

wie die Rotationsfrequenz ω0 dur
h die Reibung

der Kreiselspitze an der Unterlage abnimmt, und

zwar nimmt ωp zu! Dadur
h kommen na
h und

na
h Strobomuster von immer höherer Ordnung

n zum Stillstand. Der Tis
hkreisel präzediert im-

mer s
hneller und neigt si
h weiter zur Seite,

bis er s
hlieÿli
h die Unterlage streift und liegen

bleibt.

4.2 Wieso läuft die Präzession von

selbst an?

Dieser E�ekt basiert auf einem besonderen Me-


hanismus. Na
h dem Anwerfen und Aufstellen

auf die Unterlage be�ndet si
h der Kreisel in einer

instabilen vertikalen Lage und beginnt zunä
hst

seitwärts zu kippen. Dadur
h entsteht ein zusätz-

li
he Drehimpuls

~Lp = J1~ωk um die Kippa
hse

~b. J1 ist das zweite Hauptträgheitsmoment des

Kreisels und ~ωk = ~ℓ × ~b θ̇ die Kreisfrequenz der

Kippbewegung. Die Kippa
hse

~b (mit |~b| = 1)

steht auf ~n wie au
h auf

~ℓ senkre
ht und liegt in

der Horizontalen. θ̇ ist die zeitli
he Änderung des
Präzessionswinkels. Der kippende Drehimpuls

~Lp

ist sowohl senkre
ht zu

~L als au
h zu

~Nk geri
h-

tet und greift somit ni
ht in das oben genann-

te Momentenglei
hgewi
ht ein. Na
h einer gewis-

sen Zeit ist das Ri
htmoment so weit gewa
hsen,

dass eine weitere Kippung dur
h die angelaufe-

ne Präzession unterbunden wird. Der Präzessi-

onswinkel θ hat nun einem konstanten Glei
hge-

wi
htswert errei
ht. Während der Anfangsphase

der Kippung vollführt die Kreisela
hse zusätzli-


he S
hwingungen, die man als Nutation bezei
h-

net. Diese klingen bei Tis
hkreiseln aber s
hnell

ab, so dass wir sie hier ni
ht bea
hten müssen.

4.3 Was passiert, wenn i
h die Präzes-

sion störe?

Wollte man versu
hen, die Präzessionsbewegung

zu stoppen, indem man der Kreisela
hse ein Hin-

dernis in den Weg stellt, dann verbrau
hte die

Kraft, mit der das Hinderniss die weitere Prä-

zession unterbindet, genau jenes kompensierende

Drehmoment. Der Kreisel würde umkippen.

Wenn man versu
ht, den Kreisel mit der Hand

umzuwerfen, indem man seitwärts auf die A
h-

se drü
kt, dann bes
hleunigt si
h die Präzession.

Das aufri
htende Moment wird dadur
h verstärkt

und wirkt diesem Versu
h entgegen.

Mö
hte man den Präzessionswinkel θ eines lau-
fenden Kreisels verändern ohne seine Rotation

dur
h den Eingri� abzubremsen, dann gelingt

dies dur
h einen gezielten senkre
hten S
hlag mit

einem harten Stab von hinten oder von vorne ge-

gen das obere Ende der Kreisela
hse. Der Zeit-

punkt des S
hlags muss auf die Phasenlage der

Präzession abgestimmt sein, damit der Drehmo-

mentenstoÿ den Drehimpuls

~Lp der Präzession in

der beabsi
htigten Weise verändert, ni
ht aber

den Drehimpuls

~L um die A
hse des Kreisels.

Wenn der Stoÿ in Ri
htung der Präzessionsbe-

wegung erfolgt, dann ri
htet si
h der Kreisel auf,

das heiÿt, θ wird kleiner. Tri�t ihn der Stoÿ ge-

gen die Präzession, dann erhöht man den Winkel

θ.

4.4 Was passiert, wenn die Kreislspit-

ze rund und ni
ht spitz ist?

Das bisher Gesagte bezieht si
h auf einen s
hwe-

ren Kreisel, dessen Spitze exakt punktförmig und

dadur
h im Verlauf der Präzession ortsfest ist.

Dies ist beim Tis
hkreisel ni
ht gewüns
ht, da

Spitze und Unterlage si
h s
hnell abs
hleifen. Da-

her verrundet man die Spitze dur
h Abfeilen.

Au
h das geht am einfa
hsten mit Drehmas
hine

und Stahlfeile. Dur
h die Verrundung rollt s
hräg

stehende Kreisel sehr ruhig auf der Tis
hplatte.
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Die bearbeitete Spitze läÿt si
h dur
h eine Pro-

�lfunktion R(z) bes
hreiben, die den Radius der

A
hse als Funktion des axialen Abstandes z ≥ 0
vom äuÿersten äuÿersten Punkt der Spitze an-

gibt.

Wenn der Kreisel mit einer Frequenz f0 rotiert
und im Winkel θ zur Vertikalen steht, dann liegt

seine Spitze etwas seitli
h auf der Unterlage auf

und ni
ht in der idealen A
hse des Kreisels. Der

Berührungs- oder Abrollpunkt liegt dort, wo die

S
hmiegeebene der Spitze mit der Horizontalen

übereinstimmt:

R′ =
dR

dz
= cot θ (8)

Diese Beziehung gilt ni
ht für den spitzen Kreisel.

Wir setzen im Folgenden daher einen stumpfen

Kreisel voraus, bei dem die Kegelspitze unten in

eine Parabel von endli
hem Krümmungsradius rs
übergeht.

4.5 Der Pirouettenkreis

Abbildung 6: Die Pirouettenbewegung der

stumpfen Kreiselspitze.

Die Rundung der Spitze läÿt si
h mathema-

tis
h ziemli
h gut dur
h eine einfa
he Parabel

bes
hreiben: z = R2/2rs, wobei rs der Krüm-

mungsradius der Spitze ist. Aus der Parabelform

folgt, dass umgekehrt R =
√
2rsz ist, und dass

die Steigung der Flanke am Radius R gegen die

Kreisela
hse glei
h R′ = rs/R ist. Beim Abrol-

len s
hmigt si
h die Spitze an die Horizontale an.

Daraus folgt, dass der Au�agepunkt auf dem Um-

fangskreis mit Radius

R = rs tan θ (9)

liegt und wie ein Rad dieses Radius auf der Un-

terlage abrollt. Je gröÿer der Präzessionswinkel

ist, um so gröÿer ist au
h der Abstand dw des

Abrollpunkts von der z-A
hse, um die der Krei-

sel rotiert. Dies ist in Abbildung 6 skizziert.

Abbildung 7: Im Bildbearbeitungsprogramm

wird der S
hmiegekreis an ie Spitze erstellt, des-

sen Radius rs ≈ 4 mm ergibt si
h aus dem Ver-

glei
h mit dem A
hsdur
hmesser, hier 6 mm.

Das Na
hmessen von rs gelingt am einfa
hsten

mit Hilfe der Kamera, nämli
h an einem Foto

von der Kreiselspitze wie in Abbildung 7. I
h ha-

be das mit GIMP geö�net, mit dem Elliptis
hen

Auswahlwerkzeug einen Kreis an die Spitze ange-

passt. Dann habe i
h mit Auswahl: Rand einen

si
htbaren Kreisring darübergelegt.

Die Ges
hwindigkeit vk, mit der si
h die Krei-

selspitze über die Unterlage wälzt, ist

vk(θ) = ω0R = ω0rs tan θ (10)

Der Pfad, den die Kreiselpitze über der Unterlage

während einer Periode der Präzession zurü
klegt,

ist ein Kreis auf der Unterlage, den wir als Pirou-

ettenkreis bezei
hnen. Seinen Radius bezei
hnen

wir mit rw, und sei Radiusvektor ~rw zeigt vom

MittelpunktW des Pirouettenkreises auf den Ab-

rollpunkt. Die Glei
hheit der Ges
hwindigkeiten
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des Abrollpunktes auf der Kreiselspitze und der

Unterlage erfordert, dass

ωp rw = ω0R = ω rs tan θ (11)

Der stumpfe Tis
hkreisel präzediert also ni
ht

nur, er vollführt au
h eine Pirouette. Sein Auf-

lagepunkt läuft auf der Unterlage stetig in einem

Kreis um. Das verursa
ht auf harten Ober�ä
hen

bisweilen ein typis
hes an- und abs
hwellendes

Geräus
h. Im Experiment ist das erwüns
ht. Die

Reibung der verrundeten Kreiselspitze ist gerin-

ger als jene der spitzen, die die Unterlage eher

abs
hleift.

4.6 Die Präzessionsfrequenz eines

stumpfen Kreisels

Andererseits entsteht dur
h die zusätzli
he krei-

sende Bewegung der Kreiselspitze ein weiteres

Drehmoment, das auf die Kreisla
hse einwirkt.

Die Zentrifugalbes
hleunigung, die an der Krei-

selspitze entsteht, ist glei
h

~aw = ~ωp × [~ωp × (~rw + ~dw)] (12)

Hierin bes
hreibt

~dw den kleinen Versatz des Auf-

lagepunkts Q zur Kreiselspitze, siehe Bild 7. Es

ist einerseits dw = rs sin θ, zweitens ist mit Glei-

hung (9) au
h dw = R cos θ. Die Bes
hleunigung
ist, da ~ωp auf ~rw senkre
ht steht, wieder in Ri
h-

tung von ~rw orientiert. Also folgt

~aw = −ω2
p

(

~rw + ~dw

)

= −ωp (ω0 + ωp cos θ) R
~rw
rw

(13)

Hierbei wurde Glei
hung (11) verwendet. Die

Bes
hleunigung aw wirkt damit senkre
ht zur

S
hwerebes
hleunigung g ~n und versu
ht, den

Kreisel aufzuri
hten. Man erhält also

~Nk,w = mdk (g ~n + ~aw)× ~ℓ

Nk,w = mdk [g sin θ − ωp

× (ω0 + ωp cos θ) R cos θ]















(14)

Bere
hnet man hiermit das Momentenglei
hge-

wi
ht aus Glei
hung (7) neu und verwendet, dass

gemäÿ Glei
hung (9) R cos θ = rs sin θ ist, dann

erhält man die Nullstellenglei
hung eines quadra-

tis
hen Polynoms in ωp:

ω2
p +

J ′ ω0

mdkrs cos θ
ωp − g

rs cos θ
= 0 (15)

wobei

J ′ = J + mdkrs. (16)

Nur eine der beiden mögli
hen Lösungen dieser

Glei
hung ist positiv. Sie lautet

ωp =
J ′ω0

2rsmdk cos θ

[
√

1 +
4m2d2kgrs cos θ

J ′2ω2
0

− 1

]

(17)

Wir interressieren und für den Spezialfall, dass

der Bru
h unter der Quadratwurzel sehr klein

ist gegen 1. Mit Hilfe der Taylors
hen Reihe√
1 + x = 1 + x

2 − x2

8 + . . . erhalten wir

ωp = ω(sp.′)
p − rs

g

(

ω(sp.′)
p

)3
cos θ + . . . (18)

wobei

ω(sp.′)
p =

mdkg

J ′ω0
(19)

die Präzessionsfrequenz eines spitzen Kreisels mit

einen gemäÿ Glei
hung (16) erhöhten Massen-

trägkeitsmoment ist. Dur
h die Pirouettenbewe-

gung ergibt si
h also eine Erniedrigung der Prä-

zessionsfrequenz gegenüber dem spitzen Kreisel.

Je köher das Massenträgheitsmoment eines Krei-

sels ist, desto langsamer darf er präzedieren, um

das Kippmoment auszus
halten. Zweitens gibt

es eine Versatzkorrektur für die Präzessionsfre-

quenz,die der zweite Termin in Glei
hung (18)

angibt. Sie ist dur
h die winzige Vers
hiebung

zwis
hen Kreiselspitze und Abrollpunkt Q be-

dingt.

Beim Tis
hkreisel ist die Präzessionsfrequenz

wie bei der spitzen Variante in sehr guter

Näherung von θ unabhängig. Der reziproke

Zusammenhang mit ω0 besteht weiterhin. Die

Präzession ist aufgrund des dur
h die Pirouet-

tenfahrt um einige zehn Prozent langsamer als

bei einem glei
hartigen spitzen Kreisel. Zusätz-

li
h kommt der Versatzfaktor aus Glei
hung (18)

hinzu, der die Präzessionsfrequenz no
hmals

um wenige Prozent reduzieren könnte. Um den

Ein�uss der stumpfen Kreiselspitze zu erkennen,

brau
ht man also nur die Präzessionsfrequenzen
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n f0 Experiment Theorie

Hz Hz SP ST STV

3 8.33 0.76 1.32 1.08 1.06

4 6.25 1.00 1.76 1.44 1.39

5 5.00 1.33 2.20 1.80 1.70

Tabelle 4: Präzessionsfrequenzen fp von

Kreisel 1.

n f0 Experiment Theorie

Hz Hz SP ST STV

4 6.25 0.76 1.13 0.84 0.82

5 5.00 0.91 1.42 1.06 1.00

8 3.13 1.24 2.26 1.69 1.50

9 2.78 1.69 2.55 1.90 1.65

12 2.08 2.02 3.40 2.54 2.03

Tabelle 5: Präzessionsfrequenzen fp von

Kreisel 2.

zu messen und mit den Vorhersagen für die

vers
hiedenen Kreiselmodelle zu verglei
hen.

5 Versu
hsergebnisse

Die Präzessionsfrequenzen, die aus den Videoauf-

nahmen mit den beiden Kreiseln gema
ht wur-

den, sowie die Ergebnisse der Frequenzbere
h-

nung mit den zunehmend genauen Modellen des

spitzen Kreisels (SP), des stumpfen Kreisels (ST)

sowie des stumpfen Kreisels mit Versatzkorrektur

(STV) sind in den Tabellen 4 und 5 zusammen-

gestellt. Der Präzessionswinkel θ betrug bei den

Versu
hen zwis
hen 5o und 20o, do
h zeigte si
h,

dass sein Ein�uss auf die Präzessionsfrequenz so-

wohl im Experiment als au
h in der Theorie ver-

na
hlässigbar war.

Für beide Tis
hkreisel �ndet man, dass die

Übereinstimmung von gemessenen und bere
hne-

ten Präzessionsmodellen immer besser wird. Bei

Kreisel 1 bleibt jedo
h eine deutli
he Diskrepanz.

Modell SP übers
hätzt die Präzessionsfrequenzen

um 70 % (Tabelle 4, Spalte 3 vs. 4). Bei Modell

ST sind es maximal 44 % (Spalte 3 vs. 5) und

bei STV no
h immer 39 % (Spalte 3 vs. 6). Man

muss davon ausgehen, dass hier ein systemati-

s
her Fehler vorliegt, der nun zu ergründen wäre.

Hingegen sagt das Modell STV das Präzessi-

onsverhalten von Kreisel 2 re
ht genau voraus.

Das Modell des spitzen Kreisels (SP) liefert für

Kreisel 2 Frequenzen, die gegenüber dem gemes-

senen Wert dur
hgehend 
a. 50 % zu ho
h sind

(Tabelle 5, Spalte 3 vs. 4). Hingegen beträgt die

Abwei
hung für STV bis auf einen Fall stets un-

ter 7 % liegen (Spalte 3 vs. 6).

Zusammenfassend stellen wir also fest, dass

das re
ht einfa
he Modell ST des spitzen Krei-

sels zwar wesentli
he Merkmale der Präzession

des Tis
hkreisels grob vorhersagen kann. Die

Eigens
haft, das fp mit langsam werdender

Drehfrequenz f0 zunimmt, geht au
h hieraus

klar hervor. Insgesamt ist die Übereinstimmung

der vorhergesagten Frequenz mit der Messung

aber s
hle
ht. Ein gute Übereinstimmung ergibt

si
h erst dur
h das Modell STV, das die Pirou-

ettenbewegung des Kreisels und den seitli
hen

Versatz des A
hsmittelpunkts gegen den Au�a-

gepunkt der Kreiselspitze berü
ksi
htigt.
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